江苏省南菁高级中学2020-2021学年第一学期高二12月份阶段性考试

强化班 (数学学科)2020.12.11

                   试卷满分：150分     考试时间：120分钟

一、单项选择题：本题共8小题，每小题5分，共40分. 在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的.

1．已知等差数列
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的前5项和等于(  B  )

A. 186

     B. 90
        C. 45

    D. 30

2．若a＞b＞0，则下列不等式中一定成立的是(  D  )  

A. eq \f(b,a)＞eq \f(b＋1,a＋1)         B．a－eq \f(1,b)＞b－eq \f(1,a)         C. eq \f(2a＋b,a＋2b)＞eq \f(a,b)         D．a＋eq \f(1,b)＞b＋eq \f(1,a)
3．南宋数学家杨辉在《详解九章算法》和《算法通变本末》中，提出了一些新的垛积公式，所讨论的高阶等差数列与一般等差数列不同，前后两项之差并不相等，但是逐项差数之差或者高次差成等差数列．对这类高阶等差数列的研究，在杨辉之后一般称为“垛积术”．现有高阶等差数列，其前7项分别为3，4，6，9，13，18，24，则该数列的第19项为(  A  ) 
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6．已知点
[image: image37.wmf](

)

,4

Pn

为椭圆
[image: image38.wmf](

)

22

22

10

xy

ab

ab

+=>>

上一点，
[image: image39.wmf]12

,

FF

是椭圆的两个焦点，如果
[image: image40.wmf]12

PFF

D

的内切圆的直径为[image: image41.png]ZLRL W (ZXXK.COMRBL TS




3，则此椭圆的离心率为(  A  )  
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7．过点
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相切的直线有且只有两条，则实数
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C．(0，eq \f(1,e))
D. (1，＋∞) 

解：设切点为([image: image51.png]Xo.Vo
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8．等差数列
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二、多项选择题：本题共4小题，每小题5分，共20分. 在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求.

全部选对的得5分，有选错的得0分，部分选对的得3分.

9．已知
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11．已知抛物线C：y2＝2px (p＞0)的焦点为F，准线为x＝－1，过点F的直线与抛物线交于A，B两点，

过A，B两点作准线的垂线，垂足为A1，B1，P为线段AB的中点，O为坐标原点，则( ACD  ) 

A．线段AB长度的最小值为4         B．∠A1FB1为锐角
C．A，O，B1三点共线
D．P的坐标可能为(3，－2)

解析：抛物线C的方程为y2＝4x，线段AB长度的最小值为通径2p＝4，A正确；
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12．关于函数
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B．函数
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[image: image118.wmf]k

，使得
[image: image119.wmf]()

fxkx

>

恒成立；
D．对任意两个正实数
[image: image120.wmf]1

x

，
[image: image121.wmf]2

x

，且
[image: image122.wmf]21

xx

>

，若
[image: image123.wmf]12

()()

fxfx

=

，则
[image: image124.wmf]12

2

xx

+>

.
【分析】
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三、填空题：本题共4小题，每小题5分，共20分.
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14．设抛物线
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垂线与抛物线在第一象限内交于点N，若|NF|＝eq \f(3,2)，则
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四、解答题：本题共6小题，共70分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

17. (本小题10分) 已知椭圆E：eq \f(x2,a​2) ＋ eq \f(y2,b2)＝1(a＞b＞0)经过点A(4，0)，其离心率为 ,3)eq \f(,2)
．

(1)求椭圆E的方程；

(2)已知P是椭圆E上一点，F1，F2为椭圆E的焦点，且∠F1PF2＝eq \f(π,2)，求点P到y轴的距离．

解(1)因为椭圆E：eq \f(x2,a​2)＋eq \f(y2,b2)＝1经过点A(4，0)，

所以 eq \f(16,a​2)＝1，解得a＝4．又椭圆E的离心率e＝ eq \f(c,a)＝ ,3)eq \f(,2)
，所以c＝2eq \r( ,3)． 
所以b2＝a2－c2＝4．因此椭圆E的方程为 eq \f(x2,16)＋eq \f(y2,4)＝1．  ………………… 4分
(2)方法一：由椭圆E的方程eq \f(x2,16)＋eq \f(y2,4)＝1，知F1(－2eq \r( ,3)，0)，F2(2eq \r( ,3)，0)．设P(x，y)．

因为∠F1PF2＝eq \f(π,2)，所以 eq \o(PF1,\s\up7(→))· eq \o(PF2,\s\up7(→))＝0，所以x2＋y2＝12．    …………………6分

由x2,16)eq \b\lc\{(\a\al (＋eq \f(y2,4)＝1，,x2＋y2＝12，))
解得x2＝ EQ \F(32,3)．                         …………………8分
所以|x|＝ ,6) eq \f(4,3)
，即P到y轴的距离为 ,6) eq \f(4,3)
．              …………………10分
方法二：由椭圆E的方程eq \f(x2,16)＋eq \f(y2,4)＝1，知c＝2eq \r( ,3)，F1F2＝4eq \r( ,3)．设P(x，y)．
因为∠F1PF2＝eq \f(π,2)，所以PF eq \o\al(\s\up5(2),1)＋PF eq \o\al(\s\up5(2),2)＝F1F eq \o\al(\s\up5(2),2)＝48．           …………………5分
由椭圆的定义可知，PF1＋PF2＝2a＝8，所以2PF1·PF2＝(PF1＋PF2)2－(PF eq \o\al(\s\up5(2),1)＋PF eq \o\al(\s\up5(2),2))＝16，

所以三角形的面积S＝ eq \f(1,2)PF1·PF2＝4．                   …………………6分
又S＝ eq \f(1,2)F1F2·|y|＝2eq \r( ,3)|y|，所以2eq \r( ,3)|y|＝4，所以|y|＝ ,3) eq \f(2,3)
． 
代入eq \f(x2,16)＋eq \f(y2,4)＝1得，x2＝ eq \f(32,3)．                         …………………8分
所以|x|＝ ,6) eq \f(4,3)
，即P到y轴的距离为 ,6) eq \f(4,3)
．              ………………… 10分
18. (本小题10分)已知递增的等差数列
[image: image208.wmf]{}
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中，[image: image209.wmf]2

a

、[image: image210.wmf]5
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[image: image212.wmf]{}
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(1)求数列
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，
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，求数列
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 ……………2分
在[image: image232.wmf]1
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        …………………5分
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两式相减得：[image: image246.wmf]n
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，所以[image: image248.wmf]n

n

n

T

3

2

2

2

+

-

=

……………10分
19. (本小题10分) 已知函数[image: image249.wmf]32

21

()1

32

fxxax

=-+

，[image: image250.wmf]a

Î

R．
(1)若函数[image: image251.wmf]()

fx

在[image: image252.wmf](0,1)

上单调递减，在[image: image253.wmf](1,3)

上单调递增，求[image: image254.wmf]a

的值；

(2)求函数[image: image255.wmf]()

fx

在[image: image256.wmf][1,3]

x

Î

上的最大值.
解：(1)由[image: image257.wmf]32

21

()1

32

fxxax

=-+

，则[image: image258.wmf]2

()2

fxxax

¢

=-

．
因函数[image: image259.wmf]()

fx

在[image: image260.wmf](0,1)

上单调递减，在[image: image261.wmf](1,3)

上单调递增，得[image: image262.wmf](1)0

f
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=

，

当[image: image263.wmf]2
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时，[image: image264.wmf]'()2(1)
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显然满足要求，所以[image: image265.wmf]2
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．                   ……………4分

(2)因[image: image266.wmf]2
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[image: image267.wmf](2)
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，[image: image268.wmf][1,3]
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当[image: image269.wmf]1

2

a

£
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时，[image: image271.wmf]'()0
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，[image: image272.wmf]()
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在[image: image273.wmf][1,3]

上单调递增，

则[image: image274.wmf]max
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；                                             ……………6分

当[image: image275.wmf]3
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时，[image: image277.wmf]'()0
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，[image: image278.wmf]()
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在[image: image279.wmf][1,3]

上单调递减，

则[image: image280.wmf]max
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；                                               ……………7分

当[image: image281.wmf]13
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，即[image: image282.wmf]26
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时，当[image: image283.wmf][1,]

2

a

x

Î

时，[image: image284.wmf]'()0

fx

£

；当[image: image285.wmf][,3]

2

a

x

Î
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所以[image: image287.wmf]()
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}

max

()(1),(3)

fxff

=

．
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；

当[image: image294.wmf]13
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．           ……………9分

综上，[image: image298.wmf]()
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在[image: image299.wmf][1,3]
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上的最大值[image: image300.wmf]max
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               ……………10分

20. (本小题12分) 已知数列[image: image301.wmf]}

{

n

a

的各项均为正数，其前n项和[image: image302.wmf]2

)

1
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n

n

n

a

a

S

，[image: image303.wmf]*
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(1)求数列[image: image304.wmf]}
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的通项公式；

(2)设[image: image305.wmf]1
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，称使数列[image: image306.wmf]}
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的前n项和为整数的正整数n为“优数”，试求区间(0，2020)内所有
“优数”的和S.

解：(1)当[image: image307.wmf]1
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，所以有[image: image316.wmf]1
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，所以数列[image: image317.wmf]{
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是首项[image: image318.wmf]1
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，公差[image: image319.wmf]1

d

=

的等差数列，

数列[image: image320.wmf]{

}

n

a

的通项公式为[image: image321.wmf](
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1

1
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aandn

=+-=

；……6分
(2)由[image: image322.wmf]n
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知：[image: image323.wmf]22
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，数列[image: image324.wmf]{
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令[image: image328.wmf](
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，则有[image: image329.wmf](
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，由[image: image330.wmf](
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且[image: image332.wmf]k
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，所以区间[image: image333.wmf](
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.……12分
21. (本小题12分) 已知椭圆
[image: image336.wmf](

)

22

22

:10

xy
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+=>>

的长轴长为
[image: image337.wmf]4

，焦距为
[image: image338.wmf]22

.  (1)求椭圆
[image: image339.wmf]C

的方程；

[image: image1.wmf]{}

n

a

(2)过动点
[image: image340.wmf](

)

(

)

0,0

Mmm

>

的直线交
[image: image341.wmf]x

轴于点
[image: image342.wmf]N

，交
[image: image343.wmf]C

于点
[image: image344.wmf],

AP

(
[image: image345.wmf]P

在第一象限)，且
[image: image346.wmf]M

是线段
[image: image347.wmf]PN

的中点.
过点
[image: image348.wmf]P

作
[image: image349.wmf]x

轴的垂线交
[image: image350.wmf]C

于另一点
[image: image351.wmf]Q

，延长线
[image: image352.wmf]QM

交
[image: image353.wmf]C

于点
[image: image354.wmf]B

.
(i)设直线
[image: image355.wmf]PM

，
[image: image356.wmf]QM

的斜率分别为
[image: image357.wmf]k

，
[image: image358.wmf]'

k

，证明
[image: image359.wmf]'

k

k

为定值；
(ii)求直线
[image: image360.wmf]AB

的斜率的最小值.

解：(1)设椭圆的半焦距为
[image: image361.wmf]c

，由题意知
[image: image362.wmf]24,222
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==

，

所以
[image: image363.wmf]22
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，所以椭圆
[image: image364.wmf]C
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[image: image365.wmf]22
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.…… 2分
(2)(i)设
[image: image366.wmf](
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[image: image375.wmf]3
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.       …………………6分
(ii)法1：设
[image: image376.wmf](
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同理，
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.      …………………8分
所以
[image: image387.wmf](
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 ，………………9分
所以
[image: image389.wmf]2
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[image: image390.wmf]0
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[image: image391.wmf]0
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，…………………10分
所以
[image: image392.wmf]1
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[image: image393.wmf]6
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时取得. 由
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，
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[image: image396.wmf]C
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[image: image397.wmf]22
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符合题意.            
所以直线
[image: image403.wmf]AB

的斜率的最小值为
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.                                   …………………12分

法2：同上可得
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 下面同解法1.

22. (本小题14分) 已知函数f(x)＝alnx＋ EQ \F(1,x)，a∈R．
(1)若不等式f(x)＞1对任意x∈(1，＋∞)恒成立，求a的取值范围；

(2)若函数h(x)＝f(x)－x有两个极值点x1，x2(x1＜x2)，且h(x2)－h(x1)≤ EQ \F(4,e)，求a的取值范围．

解：(1)不等式f(x)＞1可化为alnx＋ EQ \F(1,x)－1＞0．

记g(x)＝alnx＋ EQ \F(1,x)－1， 则g(x)＞0对任意x∈(1，＋∞)恒成立．

考察函数g(x)＝alnx＋ EQ \F(1,x)－1，x＞0，g′(x)＝ EQ \F(a,x)－ EQ \F(1,x2)＝ EQ \F(ax－1,x2)．

当a≤0时，g′(x)＜0，g(x)在(0，＋∞)上单调递减，又g(1)＝0，

所以g(2)＜g(1)＝0，不合题意；                     ………………… 2分
当a＞0时，x∈(0， EQ \F(1,a))，g′(x)＜0；x∈( EQ \F(1,a)，＋∞)，g′(x)＞0，

所以g(x)在(0， EQ \F(1,a)]上单调递减，在[ EQ \F(1,a)，＋∞)上单调递增，

若 EQ \F(1,a)≤1，即a≥1时，g(x)在[1，＋∞)上单调递增， 

所以x∈(1，＋∞)时，g(x)＞g(1)＝0，符合题意；      …………………4分

若 EQ \F(1,a)＞1，即0＜a＜1时，g(x)在[1， EQ \F(1,a))上单调递减， 

所以当x∈(1， EQ \F(1,a))时，g(x)＜g(1)＝0，不符合题意；

综上所述，实数a的取值范围为[1，＋∞)．          ………………… 6分
(3)方法一：h(x)＝f(x)－x＝alnx＋ EQ \F(1,x)－x，x＞0，h′(x)＝ EQ \F(a,x)－ EQ \F(1,x2)－1＝ EQ \F(－x2＋ax－1,x2)．

因为h(x)有两个极值点x1，x2(x1＜x2)，

所以h′(x)＝0，即x2－ax＋1＝0的两实数根为x1，x2，0＜x1＜x2，

所以x1＋x2＝a，x1x2＝1，△＝a2－4＞0，所以a＞2，0＜x1＜1＜x2，
从而h(x2)－h(x1)＝(alnx2＋ EQ \F(1,x2)－x2)－(alnx1＋ EQ \F(1,x1)－x1)＝2(alnx2＋ EQ \F(1,x2)－x2)

＝2[(x2＋ EQ \F(1,x2))lnx2＋ EQ \F(1,x2)－x2]．          ………………… 9分
    记m(x)＝2[(x＋ EQ \F(1,x))lnx＋ EQ \F(1,x)－x]，x≥1．
    则m′(x)＝2[(1－ EQ \F(1,x2))lnx＋(x＋ EQ \F(1,x))· EQ \F(1,x)－ EQ \F(1,x2)－1]＝2(1－ EQ \F(1,x2))lnx≥0 (当且仅当x＝1时取等号)，

    所以m(x)在[1，＋∞)上单调递增，又m(e)＝ EQ \F(4,e)，

    不等式h(x2)－h(x1)≤ EQ \F(4,e) 可化为m(x2)≤m(e)，所以1＜x2≤e．………… 12分
    因为a＝x2＋ EQ \F(1,x2)，且y＝x＋ EQ \F(1,x)在(1，＋∞)上递增，所以2＜a≤e＋ EQ \F(1,e)，
    即a的取值范围为(2，e＋ EQ \F(1,e)]．                     ………………… 14分
方法二：h(x)＝f(x)－x＝alnx＋ EQ \F(1,x)－x，x＞0，h′(x)＝ EQ \F(a,x)－ EQ \F(1,x2)－1＝ EQ \F(－x2＋ax－1,x2)．

因为h(x)有两个极值点x1，x2(x1＜x2)，

所以h′(x)＝0，即x2－ax＋1＝0的两实数根为x1，x2，0＜x1＜x2，

所以x1＋x2＝a，x1x2＝1，△＝a2－4＞0，所以a＞2，0＜x1＜1＜x2．
设t2＝ eq \f(x2,x1)(t＞1)，则x1＋t2x1＝a，t2x eq \o\al(\s\up5(2),1)＝1，所以x1＝ eq \f(1,t)，a＝t＋ eq \f(1,t)，x2＝t，

从而h(x2)－h(x1)≤ EQ \F(4,e) 等价于h(t)＝(t＋ eq \f(1,t))lnt＋ eq \f(1,t)－t≤ eq \f(2,e)，t＞1．…………… 9分
记m(x)＝(x＋ eq \f(1,x))lnx＋ eq \f(1,x)－x，x≥1．
    则m′(x)＝(1－ eq \f(1,x2))lnx＋ eq \f(1,x)(x＋ eq \f(1,x))－ eq \f(1,x2)－1＝(1－ eq \f(1,x2))lnx≥0 (当且仅当x＝1时取等号)，

所以m(x)在[1，＋∞)上单调递增．
又t＞1，m(e)＝ eq \f(2,e)，所以1＜t≤e．                   ………………… 12分
因为a＝t＋ eq \f(1,t)，且y＝x＋ eq \f(1,x)在(1，＋∞)上递增，所以2＜a≤e＋ eq \f(1,e)，
即a的取值范围为(2，e＋ eq \f(1,e)]．                       ………………… 14分
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